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A Csebisev-egyenlétlenség két szamelméleti alkalmazasat mutatjuk
be, amelyek specmaton vagy erés szakkoron is targyalhatok. Az
egyik FErdds Pal egy kedvenc probléméajahoz kapcsolodik, a maéasik
pedig Turan Pal egyszerd bizonyitasa Hardy és Ramanujan hires
tételére.

Mindketté elmondhat6d valoszinlségszamitas nélkil is, de éppen a
valoszintiségi szemlélet mutatja meg a lényeget.
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1. Csebisev-egyenlétlenség (1867)

Informalisan: Egy valoszintségi valtozé nagy valoszintiséggel a
varhato értékétél nem tul tavoli értéket vesz fel. Itt a tavolsag
egysége’ a szoras.

Pontosan: Ha a & val6szintiségi valtoz6 varhato értéke F és szorasa
D, akkor tetszbleges ¢ > 0-ra

1
P(|¢ = E| > cD) < .

Ezt csak a legegyszertibb, klasszikus valoszintiségi mezére fogjuk
alkalmazni, amikor & a wvy,vs,...,vny értékek mindegyikét 1/N
valoszintséggel veszi fel. Ennek a specidlis esetnek a bizonyitasa
kozépiskolaban is konnyen elmondhato.
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E:vl—l—vg+...+vN éSD:\/(vl—E)Q-F.].\}—l—(vN—E)Z’

azaz NE =" v, és ND?> =Y (v; — E)2.

Legyen s, ahanyszor |v; — E| > ¢D. Be kell latni, hogy s/N < 1/c°.

ND? = Z(vz —E)? > Z (v; — E)? > s(cD)?, igy N > c*s.
1=1 |’U¢—E|>CD
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2. Csupa kiilonboz6 O0sszeg

Erdds Pal egyik kedvenc probléméja: Maximalisan hany pozi-
tiv egész adhatdé meg n-ig, hogy kozilik akarhany kiilonbozot
Osszeadva (beleértve az egytagii Osszegeket és az Osszes szam
Osszegét is) mindig kiilonb6z6 szamot kapunk?

Azaz 1 < a; < ag < ... < ar < n, minden részosszeg kiilonbo6zg,
mennyi a k£ maximuma (n fliggvényében)?

I[lyenek példaul a 2-hatvanyok, tehat max k > 1+ |log, n| > log, n.
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Fels6 becslés: Megnézziik, hany részosszeg van és ezek milyen inter-
vallumba eshetnek. Mivel minden részosszeg kiillonboz6 egész szam,
ezért legteljebb annyi részosszeg lehet, mint amennyi az intervallum
hossza.

A részosszegek szama 28 — 1. Mindegyik legalabb 1 és legfeljebb
n+n—1)4+...+n—k+1) <nk-—1.

Minden részosszeg kiilénbozs, tehat 28 — 1 egésznek el kell férnie 1
és nk — 1 kozott. Ezért

2k — 1 <nk —1, azaz 2F < nk.
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Logaritmalva:

(%) k <log,n + log, k < 2log, n.
Ezt is logaritmalva:
(*x)logs £ < 1+ log, log, n.
(**)-ot befrva (*)-ba:

k <logsn + log, logo n + 1.
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Tehat
logo, n < max k < log, n + log, log, n + 1.
k log, 1 1
| o DAXE g 82082 T 0
logy 1 log, 1
- maxk : . »
lim = 1, azaz max k aszimptotikusan egyenlé log, n-nel.

n—oo logy n

Erdés 5008: Igaz-e, hogy | max k — log, n| korlatos?

Megjegyzés: Van a kettGhatvanyoknal eggyel(!) stirtibb konstrukcio,
ha n > 221,
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A log, log, n-es hibatagot meg tudjuk felezni a Csebisev-egyenltlen-
séggel, ugyanis az 0sszegek az |1, nk — 1| intervallumban nem egyen-
letesen oszlanak el, hanem az atlag kozelében strtibben helyezked-
nek el.

Legyen & az a valoszintiségi valtozo, amelyik minden részosszeget
(beleértve az iireset is) 1/2" valoszintiséggel vesz fel.

Ez azt jelenti, hogy & egymastol fliggetleniil 1/2—1/2 valoszintiséggel
teszl be az Osszegbe az egyes aj;-ket. Eszerint § az np,...,n%
fliggetlen valoszintiségi valtozok osszege, ahol 7; a 0 és a; értékeket

veszi fel 1/2-1/2 valoszintiséggel: £ = Z§:1 n;.

aj . 2 aj\?
Itt E(n;) = < & D(n;) = (5) .
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k k
Ekkor B(&) =Y E(n) =Y %"

Ugyanez kozvetleniil is ad6dik, ha minden részosszeget a komple-
menterével osszeparositunk, ht.

k
Szoras: D*(€) =S D (n) =Y (%9)2 < %”2
=1

J= g=1

Ez is megy kozvetleniil, hf.
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Tehat D(¢) < nvVk/2.

Csebisev pl. ¢ = 2-vel: Az atlagtol a szoras kétszeresénél tavolabb
es6é Osszegek szama kevesebb, mint az Osszes Osszeg szamanak a
negyedrésze.

3
Tehat tobb, mint 2% - 1 Osszeg esik egy 4D(€) = 2n\/k hosszisagu

intervallumba, amelynek a kézéppontja E(§).

Ezek az 0sszegek mind kiilonbozdék, igy

3 SnvVk
2k . 1 <o2nVk, azaz 2F < ng\/_

Ezt a korabbihoz hasonl6an kétszer logaritmalva kapjuk, hogy

log, log, n
2

k <logyn + + 2.

Tovabbi érdekességek: Freud—Gyarmati: Szamelmélet 12.1.
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3. Tipikusan kb. hany primosztéja van egy szamnak?
(Véazlat. Részletek: Szdmelmélet konyv 6.7.)

Legyen w(n) az n pozitiv egész kiillonb6z§ primosztoinak szédma.

Pl. w(20) = 2,w(64) = 1.
Kb. mekkora az w(n) az n fiiggvényében?
Végtelen sok n-re, a primhatvanyokra w(n) = 1.

De barmilyen nagy is lehet: az els6 s prim szorzatara w(n) = s, pl.

w(2-3-5-7-11-13 17 - 19) = w(9699690) = 8.

Nem nagyon latszik semmi szabalyossag.
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Belatjuk, hogy egy jol ismert, ,szép” f(n) fiiggvénnyel mégis tel-
jesiil, hogy a legtobb szamra w(n) kb. f(n). A  legtobb” és ,kb.”
kifejezések persze pontos matematikai tartalmat jelentenek.

Legyen t egy tetszéleges (nagy) pozitiv egész. ElGszor kiszamitjuk,
hogy w(n) atlagosan mekkora 1 és t kozott:

Z%ZMD+w@th“+w@t:E¥L
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E:wﬂfﬂdﬁjnmﬂdﬂzygﬁ.

W (t) becsléséhez tekintsiik azt a t X t-es matrixot, amelynek az i-
edik soraban az w(7)-t ,szdmoljuk meg”, azaz minden j-edik helyre
1-et irunk, ahol a 5 az ¢ valamelyik primosztdja, a tobbi helyre
pedig 0 keril. Pl. ¢ = 6-ra:

1 2 3 4 5 6
w(l)=0 | 0 0 0 0 0 O
w2)=1 | 01 0 0 0 0
wB)=1 | 0 0 1 0 0 0
wd=1 | 01 00 0 0
wB)=1 | 0 0 0 0 1 0
w6)=2 | 01 1 0 0 0
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Tehat az i-edik sor j-edik eleme 1, ha 5 primszam és osztoja i-nek,
egyébként pedig 0.

Hany 1-es van a matrixban?
Soronként dsszegezve ., w(i) = W(t).

Ha 5 = p primszam, akkor a p-edik oszlopban a p tobbszoroseinek
megfelel§ helyeken all 1, tehat itt |¢/p| darab 1-es van, minden mas

. L
elem 0. Igy oszloponként Osszegezve az 1-esek szadma Z {—J , ahol
p
p<t
az Osszegzés csak a primekre torténik. A tovabbiakban p, ¢ mindig
primszamot jelol.

Tehat W(t) =5 H

p<t p
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Vagyis az w(n) atlaga 1 < n < t-re

E:W—(w:lZ{EJ = Zl — h(t), ahol 0 < h(t) < 1.

p<t P p<t P

Mivel a primek reciprokosszege t-ig kb. Inlnt, ezért az w(n) at-
lagosan kb. ennyi. Vagyis egy 1 és t kozotti egésznek atlagosan
InInt kiilonb6zd primosztéja van. Pl ¢t = 101%-ra ez 5,44.

Az Inlnz fiiggvény nagyon lassan novekszik. Pl Inlnyt =
In(Int/2) = Inlnt — In 2, ezért \/t és t kozott csak In 2 a névekedés.
Ezért az 1 és t kozotti ,majdnem minden” n esetén ,kb. Inlnt”
helyett nyugodtan mondhatunk ,kb. InInn-et is.
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Abboél azonban, hogy Inlnn az atlag, nem kovetkezik, hogy a
legtobb esetben ehhez kozeli a fiiggvényérték, lehetnének nagy in-
gadozasok és ugy jon ki ez az atlag. Hardy és Ramanujan bonyo-
lult modszerekkel belattak (1917), hogy nem igy van, a ,legtobb” n
szamnak tényleg kb. Inlnn primosztdja van.

Turan Pal adott erre egy egyszerd bizonyitast (1934), amiben
tulajdonképpen a Csebisev-egyenlStlenséget hasznalta (anélkiil,
hogy ennek tudataban lett volna), és ez lett a kiindulépontja a
valOszintiségszamitas szamelméleti alkalmazasainak.

Legyen & az a valoszintiségi valtozd, amelyik az w(1),...,w(t)
értékek mindegyikét 1/t valoszintiséggel veszi fel. Ekkor ennek
E ~ Inlnt varhato értékét szamoltuk ki. Belatjuk, hogy kicsi a
szoras, kisebb, mint v3E. Ekkor a Csebisev-egyenlGtlenség szerint
¢-nek E-t6l valo eltérése nagy valoszintséggel VE egy konstans-
szorosanal kisebb, azaz val6ban majdnem minden n-nek kb. Inlnn
kiillonb6z6 primosztdja van.
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A szoéras kiszamitasa heurisztikusan (Gyenes Zoltan javaslata):

A & valtozot fel tudjuk bontani primenkénti indikatorvaltozok
Osszegére. Legyen p prim és k, értéke 1/p valészintiséggel 1 (,a
szam oszthato p-vel”) és (p — 1)/p valoszintiséggel 0 (,a szdm nem
oszthato p-vel”). Ekkor § =) _, k).

Az Osszes pozitiv egészre nézve a k, valtozok fiiggetlenek. Ugyan-
is a kiilonbozé primekkel valé oszthatésagok a paronként relativ
primség miatt egymastol fiiggetlenek. Formalisan: a p-vel valo oszt-

hatosag valoszintisége 1/p és a p1, ..., p, primek mindegyikével vald
oszthatosag ugyanaz, mint a N = p; - ... - p, szorzattal vald oszt-

hatosag, tehat ennek a valdszintisége 1/N, ami valéban az 1/p;
valOszintiségek szorzata.
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§ = g Kp; kp = 1 valoszintsége 1, x, = 0 valoszinisége 0.
P

1 1 /p—1\" ~1/1\° 1 1
E(ky) =~ & D?*(kp) = — (p_) + 2= (—) = - — —.
p p\ D p \p p p

.Kicsit” csalva tekintsuk agy, hogy a k), valtozok elég nagy ¢-re az 1
és t kozotti egészekre szoritkozva is fiiggetlenek maradnak. Ekkor

D) =Y D) = 3. o= Y ~ .

p<t p<t p<t
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A szoéras pontosan: D?(§) = E((f — E)Q) = E(£7) -

B(E) = 2 Y wPli) = gj DIREED )P0

i=1 i= pli p<t pli
1
Y Y ) <Y Y (1) -
p<t v<t/p p<t v<t/p
1
2 HEe 3
p<t p<t v<t/p

Az egyenl§(tlen)ségek magyarazata rendre: definici6 — az (egyik)
w(i)-re beirjuk a definiciot — Osszegatrendezés — oszthatdsag
atirdsa — egy szamot egy primszammal szorozva legfeljebb eggyel
nd a primosztok szadma — szétvagjuk az Osszeget két részre.
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B <3 |5 +1 X 3wl

p<t p<t v<t/p

Az els6 tag E. A méasodik tag masodik szummaéja az atlagértéknél
latottak szerint

Set= Y [« Lalyl

v<t/p q<t/p L . q<t/p q<t

KT |+

Tehat a teljes méasodik tag kisebb, mint

(Xﬁ):4E+Mm?:ﬁ+www4M%yd#+Ml

p<t P

lgy £(£%) < E?+3E ¢s D?> = BE(€%) - E%(¢) < B> +3FE - E? = 3E.



