Mat. tanar 3. gyakorlat, 2020/09/23—-25 ASZ3, 2020 6sz

Mellékosztdly: Ha H < G, akkor cH = {ch | h € H} a c-nek a H szerinti bal oldali
mellékosztalya. Két bal oldali mellékosztaly vagy diszjunkt, vagy egybeesik, tovabba
|cH| = |H|. A (kiilonb6z6) mellékosztalyok szama a H indexe G-ben, jele |G : H|. A bal
és jobb oldali mellékosztalyok altalaban nem ugyanazok, azonban a szamuk megegyezik.

Direkt szorzat: A és B két tetszbleges csoport, ekkor a direkt szorzatuk A x B az a csoport,
amelynek elemei az (a,b) parok, ahol a € A és b € B, és a miiveletet komponensenként
végezziik. Tobb csoport direkt szorzata is hasonldéan értelmezhets. Tehét a direkt szorzat
olyan, mint a vektorok koordinatés felirasa, csak itt az egyes koordinatak kiilonbo6zé cso-
portokbdl is lehetnek.

Kis elemszdma csoportok: (i) |G| = p(=prim) <= G =Z, (i) |G|=4 = G=1Z,
vagy K=Klein-csoport. (iii) |G| = 2p, ahol p > 2 prim <= G = Zy, vagy D,. (iv)
G| =p? <= G 2Z, vagy Z, x Z,. (v) |G| =8 <= G = Zg vagy Dy vagy Zs X Zo
vagy Zo X Zo X Zis vagy (Q=kvaternidcsoport.

Inverzioszdm, permutdcio eldjele: A ,régi” permutacio inverzidszama ahany elemparnal
a nagyobb megel6zi a kisebbet. Egy permutacié aszerint paros vagy paratlan, hogy az
inverzidészam paros vagy paratlan. Az ,aj”, S,-beli permutéciéra ez azzal ekvivalens, hogy
a permutici6 paros vagy péaratlan sok kételemt ciklus, azaz transzpozicié (vagy csere)
szorzata. A paros permutaciok S,-ben egy 2 indexi részcsoportot alkotnak, ha n > 1,
jele A,,. Egy permutacié elgjele (—1)!, ahol I az inverziészam, azaz egy paros permutacio
elGjele pozitiv, egy paratlané pedig negativ. Szorzat elGjele az elGjelek szorzata.

21. Irjuk fel Dg-ban az (a) (f2); (b) (t) részcsoportok szerinti bal és jobb oldali mel-
lékosztalyokat.

22. Hatéarozzuk meg az alabbi indexeket: (a) |Z : 0-ra végzdds egészek|; (b) [Dy = (f)l;
(¢) [Zzo = (12); (d) [C: R[; (e) |S5 = ((1234))].

23. (a) Lassuk be, hogy ha G kommutativ vagy |G : H| = 2, akkor a H szerinti bal és
jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek.
(b) Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ ¢ H, amelyre cH = Hec. Kovetkezik-e ebbdl, hogy
a bal és jobb oldali mellékosztalyok megegyeznek, ha |G : H| értéke (bl) 3; (b2) 4;
*(b3) 57

24. Mutassuk meg: aH =bH <= a 'bH=H <= a 'bc H.

25. Igazoljuk, hogy A x B-nek van A-val és B-vel izomorf A*, illetve B* részcsoportja és
minden g € A x B egyértelmten felirhatéo g = a*b* alakban, ahol a* € A*,b* € B*.

26. Bizonyitsuk be:
(a) |[Ax B|=[A]-|B].
(b) A x B akkor és csak akkor kommutativ, ha A és B kommutativ.
(¢) o((a,b)) = [o(a),o(b)], illetve oo, ha o(a) vagy o(b) = co.

27. (a) Lassuk be, hogy G x {e} =2 G.
(b) Az alabbi csoportok koziil melyek izomorfak két, egynél nagyobb elemszamu cso-
port direkt szorzataval: (bl) Zio; (b2) Zg; (b3) Dy; (b4) Ss; (b5) R*?



28. Van-e olyan véges csoport, melyben a méasodrendi elemek szama (a) 2019; (b) 20207

29. Az alabbi csoportok koziil melyek izomorfak:

30.

31.

32.

)
) Dy-ben a forgatasok a kompoziciora;

) a modulo 10 redukalt maradékosztalyok a szorzasra;

) a modulo 8 redukalt maradékosztalyok a szorzasra;

) a modulo 8 ,paros” maradékosztélyok az Osszeadasra;

) a £1, +i komplex szamok a szorzéasra;

) az a + bi, a,b € Zy alaka ,komplex szamok” az értelemszerii Osszeadésra;
)

(
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Dlo 1)Uy o) U 1) 2y () asrorzasra.

(a) Mennyi az inverzi6szam az aldbbi permutaciokban?
(al) 1,3,5,...,49,51,50,48,...,4,2; (a2) 26,27,25,28,24,...,51,1.
(b) Hogyan valtozik az inverziészam, ha (bl) két szomszédos helyen allo; (b2) két
szomszédos nagysagi; (b3) két tetszileges elemet felcseréliink?
(c) Igazoljuk, hogy ugyanannyi paros és paratlan permutacioé van, ha n > 1.
(d) Milyen k értékek fordulnak els inverzioszamként n elem permutaciéiban?

Egy arokban 100 szocske iil egy vonalban egymés mellett. Idénként egyikiik atugorja
valamelyik szomszédjat. Lehet-e, hogy 2019 ugras utan djra az eredeti sorrendben
iilnek?

(a) Bontsuk fel az (12...k) ciklust transzpoziciok szorzatara.
(b) Hogyan latszik a diszjunkt ciklusok szorzataként torténd felirasbol, hogy egy per-
mutacié paros vagy paratlan?



