Mat. tanar 11-12. gyakorlat, 2020/11/19-12/01 AS7Z5, 2020 6sz

A feladatsor primszamokhoz kapcsolodo vegyes feladatokat tartalmaz, ezek egy része kozép-
iskoldban is targyalhat6. Lehetnek koztiik olyanok, amelyek mar korabbi félévekben is
szerepeltek, de talan akkor sem art az ismétlés. Sok koziiliik semmilyen elGismeretet sem
igényel, méshol meg segithetnek primszamokra vagy kongruencidkra vonatkozoé nevezetes
tételek. (Primszam a szokasos szohasznalat szerint pozitiv felbonthatatlan egészt jelent.)
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Adjuk meg az 6szes olyan p primszamot, amelyre
(a) p+4ésp+14;(b) p? —14desp?> +4; (¢) p> —6ésp>+6; (d) (p—2)! —1
is primszamok.

Adjuk meg az 6sszes olyan n > 0 egészt, amelyre primszam
(a) n® —n +3; (b) n® = 27; (c) n” + 6n — 133; (d) n* +4; (e) (,,",)-

T6bb, mint 200 éve megoldatlan a Goldbach-sejtés, mely szerint minden 2-nél nagyobb
paros szam felirhatd két primszam Osszegeként. Ezzel kapcsolatosak az alabbi joval
konnyebb variaciok.

Mely szamok irhatok fel két pozitiv Osszetett szam Osszegeként? Es két pozitiv parat-
lan Osszetett szam OGsszegeként?

Mely szamok irhatok fel egy primszam és egy pozitiv Osszetett szam Osszegeként? Es
gy, hogy mindkét 6sszeadandd paratlan?

A 7(x)-re adott also becslést felhasznalva lassuk be, hogy van olyan szam, ami legalabb
100000-féleképpen irhato fel két primszam Osszegeként.

. Van-e olyan nem konstans egész egyiitthatos (egyvaltozos) polinom, amelynek a helyet-

tesitési értéke primszam (a) minden egész helyen; (b) az 1,2,3,...,2020 helyek mind-
egyikén?

Mi a titka a kovetkezd bilivészmutatvanynak? Megkériink valakit, hogy valasszon
legalabb 3 és legfeljebb 10 kétjegyii primszamot, adja Ossze a négyzetiiket (szamologé-
pet is hasznélhat), és mondja meg a végeredményt. Par masodperc mulva megmond-
juk, hany primszamot valasztott.

. Mely p primszamok esetén lesz (2°~! — 1)/p négyzetszam?

A 2% 4+ 1 alaka primeket Fermat-primeknek nevezziik. Ezek a szabalyos sokszogek
szerkeszthet&ségénél jatszanak szerepet. Jelenleg 5 Fermat-primet ismeriink (3, 5, 17,
257, 65537), és megoldatlan, hogy van-e t6bb.

Igazoljuk, hogy ha 2% 4 1 prim, akkor k = 2" (ahol n > 0 egész).

Legyen F,, = 22" + 1. Bizonyitsuk be, hogy n > 1-re F,, = FoF, ... F,_1 + 2.
Mutassuk meg, hogy az F),, Fermat-szamok paronként relativ primek.

Lassuk be, hogy n > 1-re F,, pontosan akkor prim, ha 3("»=1/2 = —1 (mod F,,). (Ez
gyors algoritmus, hiszen kb. log, F),, négyzetre emelést és mod F;, redukciot igényel,
ami nagyjabol annyi 1épés, ahany binéris szamjegye van F),-nek, tehat ahany bittel
be tudjuk vinni a szamitégépbe. Mi lehet akkor az oka, hogy pl. F33-r6l sem tudjuk,
hogy prim vagy Osszetett?)

Jellemezziik azokat az n pozitiv egészeket, amelyekre n és n 4+ 1 is primszam vagy
primhatvany.
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Lehet-e n > 1-re n! teljes hatvany (azaz egy egész szam 1-nél nagyobb egész kitevis
hatvanya)?

Lehet-e egymast kovets pozitiv egészek reciprokosszege egész szam (kivéve az egytagi
1/1 Gsszeget, a tagok szama akarmilyen nagy is lehet)?

Irjuk le a primszamokat sorban a tizedesvessz6 utan: 0,2357111317 ... Lassuk be, hogy
igy irracionalis szamot kapunk.

A primszamtétel segitségével igazoljuk, hogy minden elég nagy n-re n és 1,001n kozé
esik primszam.

Mutassuk meg, hogy végtelen sok primszam (a) utols6 harom; (b) els§ harom szam-
jegye 641. Igazoljuk ugyanezt primszdmok helyett négyzetszamokra is.



