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Ismétlés: Kongruenciák, rend, kvadratikus maradékok, Legendre-szimbólum

Emlékeztető:
Ha (c,m) = 1, akkor om(c) az a minimális k > 0, amelyre ck ≡ 1 (mod m). Ekkor

cr ≡ cs (mod m) ⇐⇒ r ≡ s (mod om(c)). Az Euler–Fermat-tétel alapján om(c) | φ(m).
Legyen p > 2 prím és (c, p) = 1. A c kvadratikus maradék mod p, ha az (*) x2 ≡ c

(mod p) kongruencia megoldható. Ezzel ekvivalens, hogy
(
c
p

)
= 1 (ez a Legendre-szimbólum

definíciójának része), valamint c(p−1)/2 ≡ 1 (mod p). Ha (*) nem oldható meg, akkor a c
kvadratikus nem-maradék,

(
c
p

)
= −1 és c(p−1)/2 ≡ −1 (mod p). Kvadratikus maradékból

és nem-maradékból is (p− 1)/2 van.
A Legendre-szimbólum tulajdonságai:

(
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p

)
=

(
a
p

)(
b
p

)
,
(−1

p

)
= 1 ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4),(

2
p

)
= 1 ⇐⇒ p ≡ ±1 (mod 8),

(
p
q

)
= −

(
q
p

)
⇐⇒ p ≡ q ≡ −1 (mod 4).

1. Mi (a) 73202; (b) 73999; (c) 732020 utolsó két számjegye?

2. Igaz vagy hamis?
(a) Ha c ≡ ±1 (mod 77), akkor o77(c) ≤ 2.
(b) Ha o77(c) ≤ 2, akkor c ≡ ±1 (mod 77).
(c) Ha o79(c) ≤ 2, akkor c ≡ ±1 (mod 79).

3. Mennyi a 2 rendje mod (a) 17; (b) 13; (c) 35; (d) 107?

4. Számítsuk ki: (a)
(

81
11213

)
; (b)

(
210
47

)
; (c)

(
98!
101

)
.

5. Mennyi az
(
1
p

)
,
(
2
p

)
, . . . ,

(
p−1
p

)
Legendre-szimbólumok összege és szorzata?

6. Oldjuk meg:
(a) x2 ≡ 24 (mod 59); (b) x2 ≡ 22 (mod 15); (c) x2 ≡ 22 (mod 91);
(d) x74 ≡ −1 (mod 37); (e) 3x2 + 5x+ 7 ≡ 0 (mod 61).

7. Igazoljuk: 31 | a2 + b2 ⇒ 961 | a2 + b2.

8. Lássuk be, hogy 17 egymást követő négyzetszám összege nem lehet teljes hatvány (egy
egész szám egynél nagyobb egész kitevős hatványa).

9. (a) Mely p prímekre lesz
(−3

p

)
= 1?

(b) Adaptáljuk Euklidesz gondolatmenetét annak igazolására, hogy végtelen sok
(b1) 3k − 1; (b2) 3k + 1 alakú prímszám létezik.
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