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Gauss-egészek

Osszefoglalo: Gauss-egészek azok az o = a + bi komplex szamok, ahol a,b € Z. Ezek egy
kommutativ, egységelemes, nullosztomentes G gytirtt alkotnak, amelyek szamelméletét annak
a(z egész szamokra vonatkozo!) kérdésnek a megvélaszolasara épitjiik ki, hogy mely pozitiv
egészek irhatok fel két négyzetszam Osszegeként. Az oszthatosagot, egységet, felbonthatatlant,
primet ugyanugy definidljuk, ahogy az egészeknél és a polinomoknal, a legnagyobb kozos osztot
pedig mint olyan k6z0s osztét, ami az 0sszes kozos osztoénak tobbszorose.

Az o = a + bi Gauss-egész norméja N(a) = a? +b* = a-a@ = |a|?>. Fontos kapocs G
és Z szamelmélete kozott a N(af) = N(«a)N(B) azonossag, amibdl a | v = N(a) | N(v) (a
megforditas nem igaz!).

Egységek: € egység < N(e) =1 < e=+1,+i.

Az egészekherz és a test feletti polinomokhoz hasonléan a Gauss-egészeknél is van maradé-
kos osztéas, és ebbdl a szamelmélet alaptételének az egyértelmiiségi része a mar tobbszor latott
modon kovetkezik: az euklideszi algoritmus biztositja az Inko létezését, ebbdl kapjuk, hogy
a primek és a felbonthatatlanok a Gauss-egészek korében is egybeesnek, és innen jon az
egyértelmiiség (a felbonthatosag pedig a norma segitségével konnyen adodik). Maradékos
osztas: Minden B # 0 és a Gauss-egészhez létezik olyan v és & Gauss-egész, amelyekre
a=7y8+6é N(§) < N(B).

20. Mely Gauss-egészek oszthatok 1 + i-vel?
21. Lassuk be: (a) a |y <= @ |7; (b) (0,B) =6 < (a,p) =9.

22. Igazoljuk mind a felbonthatatlan, mind a prim definici6ja alapjan, hogy a Gauss-prim <=
a Gauss-prim.

23. Melyik Gauss-egész van a % + %i komplex szamhoz a legkdzelebb?

24. (a) Az 5+ 4i Gauss-egészt 3 + 2i-vel maradékosan elosztva hanyféle lehet a hanyados és
a maradék.
(b) Altalaban héanyféle lehet a hanyados és a maradék? Minden esetre mutassunk is
példat.

25. Szamitsuk ki a legnagyobb koz0s osztokat: (a) (54 37, —2 + 9i); (b) (—1 + 5i, —1 + 7i).

26. Mennyi az 1234567 4+ 8910117 Gauss-egész Osszes osztdjanak az Osszege?

27. Mely Gauss-egészek oszthatok a konjugéltjukkal?

28. Igaz vagy hamis? (a = a + bi)

1) (N(a),N(B))=1=(a,p) =1 (a2) (a, B) =1= (N(a), N(8)) =
(,@)=1= (a,b) =1 (b2) (a,b) =1= (a, @) =1.
Ha n = 3 (mod 4), akkor az n nem norméja egyetlen Gauss-egésznek sem.
Ha n nem normaja egyetlen Gauss-egésznek sem, akkor n = 3 (mod 4).
Ha N(«) primszam, akkor av Gauss-prim.
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2) Ha a Gauss-prim, akkor N(a) primszam.
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Ha o egy Gauss-egész kébe, akkor N(«) egy egész szam kobe.
N(«) egy egész szam kobe, akkor a egy Gauss-egész kobe.

Ha egy egész szam osztoja egy masik egész szdmnak a Gauss-egészek korében, akkor
az oszthatosig teljesiil az egész szamok korében is.
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