Mat. tanar 5. gyakorlat, 2020/10/01-06 ASZ5, 2020 Gsz

FEuklideszi gydrd: Olyan kommutativ, egységelemes, nullosztémentes R gytrt, amelyben megadhato
egy f: R — N fiiggvény, amelyre f(u) =0 <= wu = 0, és minden b # 0,a € R-hez létezik olyan
¢,d € R, hogy a = bc + d, ahol f(d) < f(b). Ilyen gytirtk pl. Z, itt f(u) = |ul; T[z], itt f(0) =0 és
fu) = degu + 1, ha u # 0; a Gauss-egészek gytirtje, itt f(u) = N(u). Euklideszi gytriben mindig
igaz a szamelmélet alaptétele (altalanos bizonyitas hamarosan).

Idedl: Egy (tetszéleges) R gytrtiben egy olyan I # () részhalmaz, amely zart az R-beli dsszeadasra,
ellentettképzésre és tetszéleges R-beli elemmel barmelyik ldalrél torténé szorzasra, azaz a,b € I és
r € Resetén a+b, —a,ra,ar € I. Az 6sszeadésra és ellentettképzésre vonatkozo zartsag helyettesithets
azzal, hogy I zart a kivonéasra.

Generdlt idedl: Ha H C R, akkor a H A&ltal generalt ideal az a legsziikebb olyan idedl, ami H-t
tartalmazza, jele (H). Ez tehat ideal, tartalmazza H-t, és ha egy J ideal tartalmazza H-t, akkor
(H) C J. (H) nem méas, mint az 0sszes, a H-t tartalmazo ideal metszete. Az egy elem altal generalt
idealok a féidedlok. Kommutativ, egységelemes gytriiben a (c) {6ideal a ¢ Gsszes tobbszoroseibsl all,
azaz (c¢) = {rc|r € R}. Hasonloan, (ci,...,cx) = {rici +...+ripc | r; € R}.
40. (a) Mutassuk meg, hogy az a = a + biv/2 komplex szamok, ahol a, b egészek, egy R kommutativ,
egységelemes, nullosztomentes gytrit alkotnak (a C-beli 6sszeadasra és szorzasra).
(b) Definialjuk R-ben a normét: N(a + biv/2) = a® + 20> = |a|> = a-a. Lassuk be, hogy
N(aB) = N(@)N(B).
(c) Hatarozzuk meg R egységeit.
(d) Igazoljuk, hogy R euklideszi gytirt.
(e) Az (el) 1+14v/2; (€2) 1+ 2iv/2; (e3) 1 + 3iv/2 koziil melyek felbonthatatlanok R-ben?
41. (a) Lassuk be, hogy a paratlan nevezgji tortek egy kommutativ, egységelemes, nullosztémentes
R gyftirtt alkotnak.
(b) Mik az egységek és mik a felbonthatatlanok?
(c¢) R-ben (egységszeresektdl eltekintve) csak véges sok felbonthatatlan van. Hol bukik meg itt az
euklideszi bizonyitas arr6l, hogy végtelen soknak kellene lennie?
(d) Bizonyitsuk be, hogy R-ben érvényes a szamelmeélet alaptétele, s6t euklideszi gytri.

42. Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenleteket:

(@) (@* =2)@* +7) =9 (b) 2 + 1 =97 (c) 2* +2=¢°.
43. Hany ideal van az alabbi gytrikben: (a) C; (b) Clx]; (¢) Zao?
44. Mely m-ekre alkotnak a 0 és a nullosztok idealt Z.,,-ben?
45. Igaz vagy hamis? (I, J idedlok R-ben.)

(a) INJ=0=1=0vagy J=0.

(b) R nullosztémentes, INJ =0= 1 =0 vagy J = 0.
46. Lassuk be:

(a) Testnek csak a két trivialis ideélja van.
(b) Ha R egységelemes, kommutativ és csak a két trivialis idealja van, akkor R test.

47. (a) Mutassuk meg, hogy Z[z]-ben a 2 és  polinomok Inko-ja nem all el6 2 f +xzg alakban semmilyen
f, g egész egyiitthatos polinomokkal.
(b) Igazoljuk, hogy Z[z] nem euklideszi gytirt (azaz nemcsak arr6l van sz6, hogy a fokszam szerint
nincs maradékos osztas, hanem egyaltalan nincs olyan fiiggvény, amely szerint megval6sithato
lenne).

48. Legyen R = R|[z] és I ideéal R-ben.

(a) Lassuk be, hogy két I-beli polinom Inko-ja is sziikségképpen I-beli.

(b) Hény I-nek eleme (bl) 7; (b2) 100x; (b3) 22 —1; (b4) 2% + 17
Vizsgaljuk meg a fenti kérdéseket R = Z[z]-ben is.



