Mat. tanar 6. gyakorlat, 2020/10/08-13 ASZ5, 2020 6sz

Részgyiiri: Egy (tetsz6leges) R gytrtiben egy olyan S # () részhalmaz, amely gytrd az R-
beli miveletekre. Mivel a miiveleti azonossagok automatikusan teljesiilnek és S-ben a nullelem
és egy elem ellentettje csak az R-beli nullelem, illetve ellentett lehet, ezért S akkor és csak
akkor részgytri, ha zart az R-beli Osszeadasra, ellentettképzésre és szorzasra. Az Osszeadésra
és ellentettképzésre vonatkozd zartsag helyettesithets azzal, hogy S zért a kivonasra.

Idedlok szdmelméleti vonatkozdsai: Egy kommutativ, egységelemes, nullosztémentes gytiriiben
(a) C(b) <= b]a, (a) =(b) < a egységszerese b-nek, (a,b) = (d) <= d az a és b Inkoja
és elsall d = ar + bs alakban alkalmas r, s gytriibeli elemekkel.

Féidedlgydrid: Olyan kommutativ, egységelemes, nullosztomentes R gytirt, amelyben minden
ideal féideal. Minden euklideszi gytird f6idealgytrt és minden féidedlgytirtiben érvényes a
szamelmélet alaptétele.

49. Legyen S # {0} részgytrt R-ben. Igaz vagy hamis?
(a) Ha R egységelemes, akkor S is az.
Ha S egységelemes, akkor R is az.
Ha R és S is egységelemes, akkor sziikségképpen azonos az egységelemiik.

Ha S nullosztémentes, akkor R is az.
Ha R kommutativ, akkor S is az.

i) Ha S kommutativ, akkor R is az.

) Ha R test, akkor S is az.

) Ha S test, akkor R is az.

50. Hény részgytrd nem ideél az alabbi gytrikben: (a) Q; (b) Z; (c) Z[z]; (d) Z2g20?
51. Melyek f6idealok Z[x]-ben: (a) (z + 1,22 4+ 1); (b) (x + 1,3z +1); (¢) 2z + 1,3z + 1)?

52. Mutassuk meg, hogy euklideszi gytirtiben nem kell feltenni, hogy egységelemes, mert ez
kovetkezik az euklideszi tulajdonsagbol.
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(e) Ha S nullosztomentes, R és S is egységelemes, akkor sziikségképpen azonos az egységelemiik.
(f) Ha R nullosztomentes, akkor S is az.
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53. (a) Mutassuk meg, hogy az o = a-+by/3 valos szamok, ahol a, b egészek, egy R kommutativ,
egységelemes, nullosztomentes gytrit alkotnak (az R-beli 6sszeadasra és szorzasra).
(b) Definialjuk R-ben a normat: N(a + bv/3) = a® — 3b*>. Lassuk be, hogy N(af) =
N(a)N(8).
(c) Hany egység van R-ben?
(d) Igazoljuk, hogy R euklideszi gyri.
(e) Adjuk meg az sszes felbonthatatlant R-ben.

54. Lassuk be, hogy az o = a 4 by/10 valos szamok gytiriijében nem igaz a szamelmélet alap-
tétele, pl. a —9 kétféleképpen bomlik felbonthatatlanok szorzatara.

55. Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenleteket:
(a) 22 — 3y? + 36122 = 1900019; (b) 2 — 16 = y7; (c) 2* — 17 = ¢°

Ha R nullosztomentes, R és S is egységelemes, akkor sziikségképpen azonos az egységelemiik.



