Mat. tanar 7. gyakorlat, 2020/10/15-20 ASZ5, 2020 6sz

Faktorgyidrd: Legyen I ideél egy R gytirtiben. Ekkor az R/I faktorgytiri elemei az r+1 =
{r+i|i € I'} maradékosztalyok és a miiveleteket a reprezentansok segitségével definialjuk:
(a+1)+(b+1)=(a+b)+1ésab+1 = (a+1)(b+1). Két maradékosztaly vagy diszjunkt,
vagy egybeesik. Az idedl azt biztositja, hogy a miiveletek eredménye nem fiigg attol, hogy
az egyes osztalyokbol melyik reprezentanst vettiik. Fépeélda: Z/(m) = Z,,.

Gytirdhomomorfizmus: mivelettarto leképezés. Ha Ry és Ry gytird, akkor egy ¢ : R — Rs
fiiggvény gytrtihomomorfizus, ha p(a+b) = v(a)+¢(b) és p(ab) = p(a)p(b). A képhalmaz
Im ¢ részgytirti Rs-ben, a mag, Ker ¢, azaz a 0-ba képz&d§ elemek pedig idedl R;-ben.
Izomorfizmus: bijektiv homomorfizmus. Két gytirt izmorf, ha van koztik izomorfizmus.
Ez azt jelenti, hogy tkp. ugyanarrdl a gytrirél van szd, csak masképp jeloljiik az elemeket
és a miveleteket. Egy Ry — R, homomorfizmus pontosan akkor izomorfizmus, ha a mag
0 és a kép az egész Ro.

Faktorgydrd és homomorfizmus kapcsolata: (A) Homomorfizmustétel: Ha ¢ : Ry — Ro
gytrtthomomorfizmus, akkor Im ¢ = Ry /Kerp. (B) Természetes homomorfizmus: Ha I
ideal R-ben, akkor a ¢ : R — R/I, ¢(r) = r + I leképezés olyan gytirithomomorfizmus,
amelynek a magja I. (A) és (B) egyiittesen azt mutatja, hogy a faktor és a homomorfizmus
atjatszhatok egymasra.

(R, Ry, Ro gytird, I ideal, ¢ gytirthomomorfizmus.)

56. Legyen ¢ : C — C és (2020 + i\/7) = (e +im). Mi lesz ¢(sin 6° 4 i1n3)?

57. 0 # ¢ : Ry — Ry. Igaz vagy hamis?

)
(b) Ha Im ¢ kommutativ, akkor R; is az.
(c) Ha R; egységelemes, akkor Im ¢ is az.
(d) Ha Im ¢ egységelemes, akkor R; is az.
(e) Ha Ry nullosztémentes, akkor Im ¢ is az.
(f) Ha Im ¢ nullosztémentes, akkor R; is az.
) Ha R; test, akkor Im ¢ is az.
) Ha Im ¢ test, akkor R; is az.

58. Milyen ismert gyftirtivel izomorfak? (a) Z[z]/(z); (b) Z[x]/(2); (c) Z[x]/(x*+ 2 +1,2).
59. Vizsgaljuk meg az 57. feladat kérdéseit R és R/I vonatkozasaban is, ahol I # R.

60. Jeldlje P(H) a H halmaz Osszes részhalmazainak halmazat.

(a) Lassuk be, hogy P(H) egységelemes gytirt, ha az sszeadas a szimmetrikus differencia
és a szorzas a metszet.

(b) Ez a gytirt (bl) kommutativ; (b2) minden a elemére a? = a és (b3) a + a = 0.

(c) Egy gytriiben a (bl)—(b3) tulajdonsagok koziil melyikbdl kovetkezik a méasik kettd?

(d) Mik a nullosztok P(H)-ban?

(e) Mik a fsidealok P(H )-ban?

(f) Mutassuk meg, hogy P(H)-ban akkor és csak akkor lesz minden ideal f6ideal, ha H
véges halmaz.

(g) Legyen L C H. Igazoljuk, hogy P(H)/(L) = P(H \ L).



61.

62.

Legyen R = Zjgp. Mely ¢ € Zo elemekre lesz p(z) = cx egy ¢ : R — R gytirihomo-
morfizmus? Mi lesz ezekben az esetekben a mag és a kép?

[gazoljuk, hogy ha R véges gytri, akkor barmely R-bdél indulé ¢ gytirtthomomorfiz-
musra |R| = |Ker | - [Im ¢|.

. Mutassunk példat Z-ben idealoknak végtelen hosszu, szigortian csokkend lancéra.

. Tekintsiik az osszes a12%/2™ +. .. +a;20/2" alaka szamot, ahol ¢ pozitiv egész szam,

a; tetszbleges egész szam, b;, c; pedig nemnegativ egész szam.

Bizonyitsuk be, hogy ezek a valés szamoknak egy olyan részgytrtjét alkotjak, amely
tartalmazza Z-t.

Mutassuk meg, hogy ebben a gytirtiben nem teljesiil a szamelmélet alaptételéhez sziik-
séges lancfeltétel.



