Mat. tanar 8. gyakorlat, 2020/10/22-11/03 ASZ5, 2020 6sz

Testbovitések mint faktorgydrd: Q(a) = Q[x]/(me). Ebbd] kiindulva 4j testek konstruk-
cioja: T adott test és f irreducibilis polinom T felett, ekkor T'[x]/(f) test, amely tkp. a
T-nek az f egy (kordbban nem is létezs) gyokével torténd bovitése.

Karakterisztika: Ha egy T testben egy nem nulla elemet 6nmagaval akarhényszor 6sszeadva
sohasem kapunk nullat, akkor T karakterisztikaja char(7") = 0. Ha van olyan 0 # ¢ € T és
k > 0 egész, amelyet 6nmagaval k-szor 6sszeadva 0-t kapunk, akkor ez T minden elemére
igaz. A legkisebb ilyen k egy p primszam és ekkor char(7) = p. Jelolés: Ha R gytrd,
c € Ré m € Z, akkor m > 0 esetén mc az az m-tagu Osszeg, amelynek minden tagja c,
m = 0-ra Oc = 0, és m < O-ra mc az az |m|-taga Osszeg, amelynek minden tagja —c.
Primtest: egy test Osszes résztesteinek a metszete. FEz 0-karakterisztika esetén Q-val,
p-karakterisztika esetén pedig Z,-vel izomorf.

65. Az alabbi faktorgytirtk koziil melyek alkotnak testet? (G a Gauss-egészek gyfiriije.)
(a) Rlz]/(z);  (b) R[z]/(z®—2);  (c) R[z]/(2® +2); () Zso/(5);  (e) Z3o/(6);
(f) Z2/(14,35); (8) G/(i); (h) G/(1 +1); (i) G/(2); () G/(3).

66. Adjunk 1j bizonyitast az R[z]/(z? 4+ 1) = C izomorfidra a homomorfizmustétel segit-
ségével.

67. Egy T test egy ¢ # 0 elemére tekintsiik az Osszes olyan m egész szdmot, amelyre
me = 0. Igazoljuk, hogy ezek Z-nek egy idealjat alkotjak. Milyen idedlok léphetnek
fel?

68. Igaz vagy hamis?

(a) Ha R gytird, 0 # ¢ € R, és valamely k > 0 egészre kc = 0, akkor ez R minden elemére
igaz.

(b) Ha R nullosztomentes gytiri, 0 # ¢ € R, és valamely k& > 0 egészre kc = 0, akkor ez
R minden elemére igaz.

69. Definialjuk két gytrd, Ry és Ry direkt Osszegét, Ry @ Ro-t: Ennek elemei az (r1,rs)
elemparok, ahol r; € R;, a szorzést és Osszeadéast pedig komponensenként végezziik.
Igazoljuk az alabbiakat:

(a) Ry & Ry valoban gyfirt.

(b) Mikor lesz Ry @ Ry (bl) kommutativ; (b2) egységelemes; (b3) nullosztomentes?

(¢) Ry & Ry ,természetes modon” tartalmaz egy-egy Rp-gyel, illetve Ro-vel izomorf R
részgytrit, amelyek ideédlok, és Ry @ Ro/RT = R,.

(d) Hogyan segithet a direkt Osszeg a 49. és 59. feladat hamis allitdsaihoz ellenpéldat
talalni?

(e) Az alabbi gytriik koziil melyek izomorfak két, egynél nagyobb elemszamu gytirt direkt
osszegével: (el) C; (e2) Zg, (e3) Zg; (ed) a 2 x 2-es valos diagonalis matrixok?



