Mat. tanar 9-10. gyakorlat, 2020/11/05-11/17 ASZ5, 2020 6sz

Véges testek (p végig ugyanaz a primszam):
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Elemszdm: |T| = p*, ahol p prim és minden p*-hoz pontosan egy p* elemii T létezik
(izomorfizmustol eltekintve).

Additiv szerkezet: Barmely elemet 6nmagéval p-szer Osszeadva 0-t kapunk (azaz a
karakterisztika p).

Multiplikativ szerkezet: Van olyan a € T', amelynek hatvanyaiként 1" 6sszes nem nulla
eleme el6all (azaz a nem nulla elemek multiplikativ csoportja ciklikus):
T={0,1,a,02,..., apk_2} 6s aP "l =1,

Testbovités: T-nek van egy Zj,-vel izomorf részteste (a primtest) és 7" ennek (pl.) a-val
torténd bovitése. A bovités foka, azaz T-nek mint Z,, feletti vektortérnek a dimenzioja
k, ami egyuttal az o foka Z,, felett.

Faktorgyird: T = Zy[z]/(f), ahol f egy k-adfoku irreducibilis polinom Z,, felett (pl. «
minimalpolinomja). T elemei tehat az f-fel valo osztasi maradékoknak (azaz legfel-
jebb k — 1-edfoka polinomoknak) tekinthetSk és a miiveleteket is ennek megfelelGen
végezziik.

(a) Egy n elemit testben mi lesz egy elem n-edik hatvanya?
(b) Es a 2n — 1-edik hatvanya?
(c) Melyik nevezetes tétel adodik (a)-bol az n = p(=prim) esetben?

Mennyi egy véges testben az 0sszes elem Osszege, illetve a nem nulla elemek szorzata?
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Hany részteste van egy elemt testnek?

Konstrualjunk (a) 25; (b) 27 elem testet.

Hatarozzuk meg az Osszes véges testet, amelyben tagonként lehet négyzetre emelni:
(@ + b)? = a? + b? teljesiil minden a,b elemre. Oldjuk meg az analdég problémét
négyzetek helyett kobokre is. (*) Mi a helyzet p-edik hatvanyokra, ahol p prim?
(Nézziik meg elGszor egy konkrét p-re, pl. 7-re.)

Mely véges testekben van olyan ¢ # d elem, amelyre c+c+c+c = d és d+d+d+d = ¢?

Mely véges testekben lehet minden elembdl négyzetgyokot vonni, azaz mikor lesz min-
den a € T-re az x? = a egyenlet megoldhato?

Hany olyan elempar van T-ben, amelyek egymas kobgyokei, ha T' elemszdma

(a) 171111 (b) 711117
Megoldhaté-e az 22 + x + 1 = 0 egyenlet, ha T elemszama (a) 27; (b) 125; (c) 3437
Adjuk meg az Gsszes negyedfoki irreducibilis polinomot Z, felett.

k
p

Igazoljuk, hogy ha p prim és 0 < j < p¥, akkor (

; ) oszthato p-vel.



